Notas

La interpolacion polinomial en el
analisis de métodos iterativos

Resumen

La solucién de ecuaciones no lineales es de extrema
importancia en la ingenieria y ciencias. Los métodos
que se estudian para resolver las ecuaciones no linea-
les se obtienen a partir de diversos desarrollos tales
como el teorema de Taylor, teoremas de punto fijo y
sustituciones diversas. En la mayoria de estos casos
la obtencién del orden de convergencia se evita ya
sea por su complejidad o por falta de herramientas
necesarias para obtener tales resultados. En esta
nota introduciremos una manera general de obtener
algunos de los métodos iterativos mas comunes y
de analizar su orden de convergencia basados en la
interpolacién polinomial.

Introduccion

Los métodos iterativos para resolver ecuaciones
lineales son herramientas indispensables en las areas
de ciencias e ingenieria. Dentro de los métodos ite-
rativos mas importantes y comunes qué se estudian
(Ostrowski, 1960), (Ortega y Rheinboldt, 1970), se
encuentran el método de la secante, el método de
Newton — Raphson, el método de Steffensen, y el mé-
todo de Newton para raices muiltiples. En lo que sigue
definiremos los métodos iterativos mencionados ante-
riormente y los conceptos de orden de convergencia
y constante asintética asociada a cada uno de ellos.

Consideremos una funcién continua f:I-R sufi-
cientemente diferenciable en un intervalo IcR y sea
r € I una raiz simple de la funcién f. Supongamos que

{x,}”,_, €s una sucesién que converge a r, con X,
para toda n. Si existen constantes positivas A y a con

\Xn+1—7|:

lim
r|&

n—00 |Xn—

entonces {x }* _ converge ar con orden o y una

constante asintética A. A la expresion g =|x_n-r|,

para todo n=1, se le llama el error n-ésimo del mé-

todo iterativo y por tanto la ecuacién anterior puede
escribirse como

. €
lim %:k

n—o € &

El método de Newton se obtiene a partir del desa-
rrollo de Taylor y se define del siguiente modo; dada
una aproximacion inicial x, se genera la sucesion
{x,}” _, definida por:

flxn)
Xn+1= xn_l(—;;):para n=0.

El método de Newton es uno de los métodos itera-
tivos mas importantes y tiene orden de convergencia
2 (cuadratica).

Utilizando la aproximacion de la derivada de la
funcién f en el punto x  como:

]

’ ( n)_ ( n—l)
F(x,) ~ Sn)=f (Kn=1)

Xn—Xn-—1
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donde x , es un punto suficientemente cercano a r
diferente de x_n, se obtiene el método de la secante.
Esto es, dadas dos aproximaciones iniciales x,x,, se
genera la sucesion {x _}~ _ definida por:

= x — LG =xn-y)

= = 1.
Xkt = X0 T G PATAN 2

El método de la secante posee la ventaja de no
utilizar la derivada de la funcién y su orden de con-
vergencia es 1.862. En este sentido, tiene un orden de
convergencia menor que el método de Newton, pero
al no usar la derivada requiere menos tiempo maqui-
na para el célculo de las operaciones.

El método de Aitken, llamado método A? de Ai-
tken, sirve para acelerar la convergencia de una su-
cesion que sea linealmente convergente. Si se aplica
un método A? de Aitken a una sucesion linealmente
convergente obtenida mediante la iteracién de punto
fijo, podemos acelerar la convergencia a cuadratica.
A este procedimiento se le conoce como método
de Steffensen. Dada una aproximacion inicial x,, se
genera la sucesion {x }~ _ definida por:

f2(xn)

b1 = Xn T rESTr Ty Paran = L

El método de Steffensen es uno de los mas serios
competidores del método de Newton ya que tiene
orden de convergencia 2, y al igual que el método
de la secante no utiliza el cédlculo de la derivada de
la funcién f.

Para el caso de raices miiltiples de una funcién
f, tenemos dos maneras comunes de aproximar la
raiz. Supongamos que la funcién continua f:I-R es
suficientemente diferenciable en un intervalo IcR y
sea rel una raiz de multiplicidad m de la funcién f.

El método de Newton modificado se obtiene al
introducir la funcién auxiliar

f ()
f'(xn)

a la cual se le aplica el método de Newton. De este

pl(x) =

modo, si X, €s una aproximacion inicial, se genera la
sucesion {x }~ _ definida por:

x — x. — fen)fr(xn)
LTI ) 2~ f (o) f11(xn) |
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la cual es cuadraticamente convergente sin importar
la multiplicidad de la raiz. El inconveniente en este
caso es el uso de la segunda derivada £ ’(xn).

Si consideramos la multiplicidad de la raiz busca-
day evitamos el uso de la segunda derivada, podemos
definir una variante del método de punto fijo desarro-
llada por (Ralston y Rabinowitz, 1978) que se obtiene
del siguiente modo; si x_0 es una aproximacion inicial,
se genera la sucesion {x_}~ _ definida por:

— oy MG
Ykl = T Ty

que es también cuadraticamente convergente y
donde m es la multiplicidad de la raiz. Naturalmente,
conocer esta multiplicidad y usarla es el tnico incon-
veniente de este método.

Todos los métodos mencionados en esta seccion
tienen sus propias herramientas para establecer sus
demostraciones y tienen diversos grados de comple-
jidad en el analisis de sus 6rdenes de convergencia.
La mayoria de estos analisis no son presentados
en libros de andlisis numérico precisamente por tal
complejidad. El objetivo de esta nota es el uso de un
método comun a todos ellos que nos permita de
una manera clara saber su convergencia y rapidez
de convergencia.

Desarrollo
Teoria General de Interpolacion y Andlisis de
Error
El uso de polinomios en el estudio de diferentes
temas en el andlisis se debe a que son las funciones
mas simples de estudiar, aunado a qué tanto su de-
rivada como la integral indefinida de un polinomio
son faciles de determinar y también son polinomios.
El resultado mas importante que nos permite utilizar
polinomios para analizar funciones continuas es el
teorema de Weierstrass que afirma:

TEOREMA 1: Suponga que f estd definida y es
continua en [a,b]. Para cada >0, existe un polinomio
P(x), con la propiedad de que

f(x)-P(x)| <e¢, para toda x€[a,b].

En general, la manera mas practica de aproximar
una funcién continua mediante un polinomio es uti-
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lizar la interpolacién de Lagrange. Esta se basa en el
siguiente resultado.
TEOREMA 2: Si x,X,,...,x, € R sonn+1 reales distin-

tos y si f es una funcién cuyas evaluaciones f(x ), f(x,),

..f(x ) € R son conocidas, entonces existe un tinico
polinomio P(x) de grado a lo mas n, tal que

fx,)=P(x,), para cada k=0,1,...n.

Este polinomio esta dado por

PG) = ) frLni()
k=0

donde para cada k=0,1,...,n,

xX—xj

nk(x) - Hl 0

ik XK =i
Ademas, si suponemos que f es suficientemente dife-
renciable en [a,b], entonces para cada x€[a,b] existe
¢(x) € (a,b) tal que

ey LEIE)
FG0 = PG+ 1_[(

La demostracién de la segunda parte del teorema se
basa en la construcciéon de una funcién auxiliar del
tipo

g =f@&) —P() - If

en la cual usamos el teorema generalizado de Rolle
que afirma:

TEOREMA 3: Supongamos que f es una funciéon
continua en [a,b] al menos n veces diferenciable en
(a,b). Si f(x) se anula en los n+1 valores reales distin-
tos x, X,,..., X, € [a,b], entonces existe un nimero real
£e(a,b) tal que f D (¥)=0.

Los polinomios osculantes representan una gene-
ralizacién de los polinomios de Taylor y de Lagrange.

TEOREMA 4: Sean x,, x
distintos en [a,b] y m, un entero no negativo asocia-

s -+ X, n+1 nimeros
do ax,i=0,1,2,...,n. Suponga que f € C™ [a,b] y que
m=maxm;. E] polinomio osculante que aproxima f es

el polinomio P(x) de menor grado tal que

d*P(x) _ d*f(x) paracadai=0,1,2,...,nyk=0,12,....m,
dxk dxk

La interpolacién polinomial...

Nétese que cuando n=0, el polinomio osculante
que aproxima f es simplemente el polinomio m-
ésimo de Taylor para f en x,. Cuando m,=0 para cada
i, el polinomio osculante es el n-ésimo polinomio de
Lagrange que interpola fen x, X,..., X . Cuando m,=1
para cada i=0,1,2,...,n, se produce una clase de poli-
nomios denominados polinomios de Hermite.

En lo que sigue se hallaran diversos polinomios
osculantes mediante los cuales podremos deducir los
distintos métodos iterativos vistos en la introducciéon
y hallar sus respectivos érdenes de convergencia y
constantes asintéticas. En realidad, la interpolacion
polinomial, desarrollada de esta forma, permite in-
cluso obtener nuevos métodos iterativos (Burden y
Faires, 2011) y (Traub, 1964).

Obtencién de Métodos Iterativos

En lo que sigue consideraremos una funcién
continua f:/ — R suficientemente diferenciable en
un intervalo /I ¢ R y supondremos que existe rel raiz
simple de la funcion £.

1)Método de Newton — Raphson.

Sea dada una aproximacion inicial x, € I. Sea

P(x)=A(x-x, )+B. Supongamos que se verifica
P(x,)=f(x,) yP'(x,)=F(x,).

Entonces tenemos,
B=f(x,) yA=f'(x,).

Por lo tanto, P(x)=A(x-x, )+B=0 implica

f(xx)
xk'l‘l = xk - ff(x.';).

Esto define el método de Newton (2) escribiendo

f(xk)
Xk+1 = X — T’:{)

Para el andlisis de error, consideremos la funcion

gt) =ft)—P(t) — [f(x) — P(x)] —*= (t—xp)?

(x=xp)*

Por el teorema de Rolle generalizado, ya que g(f) se

g'®) =1 () —P@{)—[f(x) — P(x)] 2(t—xk)

(x—xp)?’
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se anula para t=¢, y t=x,, con §, entre x y x,. Nueva-
mente por el teorema generalizado de Rolle, se sigue
que

g"@®) = ") = P"(t) = [f(x) — P(x)]

(%= x)z’

se anula para t=¢,, con ¢, entre ¢, y x,. Pero P”’=0,

9" (€)= 1"(&) = If () = PO 552 = 0

de donde
_ _ ) (&)
f(x) P(x) - 2 ’

asi, para x=r tenemos

—P(T) (r- xk)zf”@z) f”fZ) S% ,

reescribiendo P(r) en términos de x,,,, y consideran-

do que P(x, ., )=0, tenemos que

k+1

P(r) = P(xp41) + A(r — Xpy1) = f/(Xp) €41

De este modo, tenemos

f'(§3)
Ek+1 = Zf (i) k:
de donde
Sk+1 . g: f”('fz) _ f”(")
Jfl—lg e ;EL"; 2f (x)  2f'(r)

La expresion anterior implica, por (1), que el orden de
convergencia del método de Newton es a=2 con
constante asintotica G

2f'(ry

2) Método de Steffensen.
En este caso, dada una aproximacioén inicial x, € 1. Sea
P(x)=A(x - x, )+B. Supongamos que se verifica

P(xy) = f(ep) ¥y PO — f(xx)) = f e — f (k)
Entonces tenemos,
B = f(xi) y B— Af(x)) = f(x) — f(x1))-

De donde,

B=f(x) yA= fxp)— f(xk_f(xk)).
f(xx)

Por lo tanto, P(x)=A(x - x, )+B=0 implica

B £ (x)
X=X, ———=x, — ——> "k
k LT T T
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Lo anterior define el método de Steffensen (4) escri-
biendo

B B A(xe)
Xk+1 = Xk ) —f(xp—f(xp))

Para el andlisis de error, consideremos la funcion
auxiliar

9() = £() = P() ~ [ (x) - P()] (o =t b

Por el teorema de Rolle generalizado, ya que g(f) se
anula en los puntos t=x, t=x, y t=x,- f(x,), se sigue
que

g9"®) =1"®) - P"(t) — [f(x) — P(x)]

(x—xp) (x— xk+f(xk))

se anula para algin /=§.

Pero P”’=0, ademads, del teorema de Taylor para
f(x, ) alrededor de x=r, para algin &, sabemos que
Qe ) =f(r)+£(§, ) (x, - =f" (§, )(x,- 1), luego tenemos
para x=r,

—P(r) = (r—xp) (r—xx—f' fZ)(T —x))f" (§1) _ (1—fl(522))f”(¥1) si,

reescribiendo P(r) en términos de Xoon) Y consideran-
do que P(x

s, )=0, tenemos que

[ Ge)—f Gee—f (x))

P(r) = P(Xjes1) + A(T — Xpei1) = Ept1-
f(xx)
De este modo, tenemos
€ _ _ A=fri&Enf" ¢y [xx) £2
le+1 2 TG~ a1 G R
de donde
Jim st — ~ lim A-f1ENS" (1) i) — _a-royrr@

koo 2§ ke 2 Fe~f Ga~fGi)) 2f'(r)

La expresion anterior implica que el orden de conver-

gencia del método de Steffensen es a=2 con constan-

te asintética ; _ _ (A=f"@Nf"(r)
2f'(r)

3) Método de la secante.

Dadas dos aproximaciones iniciales x, ,

P(x)=A(x - x, )+B. Supongamos que se verifica

x, €1 Sea

P(xp_1) = f(xp_1) ¥y P(xz) = f(xp).

Entonces tenemos,

B = f(x;) y A(xg—q — xp) + B = f(xp_q).

Notas



De donde,

B f(xk) yA f(xk) f(xk—l)

Xp—Xp-1
Por lo tanto, P(x)=A(x - x, ) +B=0 implica

) (X=X 1)

B
= e T T T o~

Lo anterior define el método de la secante (3) escri-
biendo

FO) (Xp=xp—1)
Xpy1 =Xjp———7——
k1 = 2k T ) —f ()

Para el andlisis de error, consideremos la funcion
auxiliar

= - _ _ (-x) (t=Xp—1)
9() = (O — P(O) - [f(x) - P(x)] E00=0e),
Por el teorema de Rolle generalizado, ya que g(t) se

anula en los puntos t=x, {=x,y t=x

wp S€ sigue que

9" =f"() - P"(O) - [f(x) - P(x)]

(x—x )(x *p-1)’

se anula para algun t=§.
Pero P”’=0, ademas, para x=r, tenemos,

P(T) (r—xp) (r— xzk—l)f”(fl) f”;fl) Ek-1Ek0

reescribiendo P(r) en términos de x,, , y considerando

que P(x,, )=0, tenemos que
P(r) = P(Xpa) + A(r = xp40) =~ gy
De este modo, tenemos
Xk —Xk—1 ')
& = — E1_1EL
le+1 Fai)—f(xe-n) 2z 1Tk

de donde, si consideramos que la relaciéon de con-
vergencia es de la forma g, = Ae, % entonces se tiene
la ecuacion

a_ __ xa—xe-1 [
Ak = T 2 k-1%k
de donde
A = — e L ey e ),

f)—f(xg-1) 2

La interpolacién polinomial...

y a partir de esta sabemos que la inica manera que
las potencias de ¢, sean iguales en ambos lados de
la igualdad es que se verifique, a’=a+1, de donde
concluimos que el orden de convergencia es

1+r ~1.618,

que es precisamente el orden de
Convergencia del método de la secante. Por otro lado,
tenemos que

% = . x—xp-1 fUE) _ ()

T 2 210y

de donde la constante asintética del método de la
secante es

" 1/ " 1-
1= = e

En los casos anteriores se desarrollan los métodos
usando un polinomio de primer grado; una linea recta,
en los casos siguientes consideraremos polinomios de
grado m que es la multiplicidad de la raiz buscada.
En lo que sigue consideraremos una funcién continua
f: I - R suficientemente diferenciable en un intervalo
[ € Ry supondremos que existe r € | raiz de multiplici-
dad m de la funcién f.

4) Método variante de punto fijo
En este caso, sea una aproximacion inicial x, € I. Sea
P(x)=A(x - B)™. Supongamos que se verifica

P(xy) = f(x) ¥ P'(x) = f'(x)-

Entonces tenemos,

A(x, — BY™ = f(x,) ymA(x;, — B)" ! = f'(x.).

De donde
2B _ J*) \, hor tanto, B = x), — L2
m it P kT Fia)

De tal modo que la ecuacién A (x - B)™=0 implica

mflxg)

x=B=x,- i)

Lo anterior define el método modificado de Newton
(6) escribiendo
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mf(xp)
Xp41 = X — —f,(xk’}

Para el andlisis de error, consideramos que
f(x)=(x-r)™ g(x), con g(r)=0. Entonces, tenemos

 mixger)glag) _ (xje—r)2 g1 (i)
(xp—1)g' (i) +mg(xr)  (xp—1)g' (xp) +mglxy)

X1 — T =X — T

Por tanto

Ekq.]_ _ q f(xk]
5 — .
g (xe—r)g' (x)+mg(x)

Bajo el limite, tenemos

lim e+l g'(r)
k—c0 si mg(r)

Usando la férmula de Leibnitz para la derivada m
-ésima de f , tenemos que

Fer) = mig(r); f+V (1) = (m+ Dmlg'(r).

Por lo tanto,

'
e g0 _ )
!EL?E% Si  mg(r) m(m+1)f ()

La expresion anterior implica que el orden de conver-
gencia del método variante de punto fijo es a=2 con
constante asintética

_ f(!i‘l-l- 1) (,]
A= m(m+1)fm) ()

5)Método modificado de Newton
En este caso, dada una aproximacion inicial x, €
I. Sea P(x)=A(x - B)™. Supongamos que se verifica

P(xi) = f(xp). P = f'(x) y P (x3) = [ (%)
Entonces tenemos,

A(xi — BY™ = f (o), mA(x, — BY" ™ = ['(x;)) y m(m — DA(x, — By % =
f' ().

De donde,

B—x — mf (xy)

_ [ rCea) P
ity ¥ T

TG P oo ()
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De tal modo que la ecuacién A(x - B)™=0 implica

_ mf(xp)
k= ity

x=B=x

Sustituyendo
_ [FrCa)?
FrCe)®—Flxid frolx)

se tiene el método modificado de Newton (5) escri-
biendo

B _ F)fr(xi)
Yt = X ™ (1 Go = f G 11 o)

Para el analisis del error, consideramos que
f(x)=(x-™ g(x), con g(r)=0. Entonces, sustituyendo
f(x), f’(x) y f”(x) y simplificando tenemos

X1~ T =
(xx—r) gl [(xi—r) g" (i) +mg ()]

=T (i) g’ (v +mg G P—g (i) (i) 28" o) +2ml—r) g e #mim—DgGe)
e (xx—r)g (i [(xx—r)g" (xi) +mg(x1)]
K (ex—)2[g" ()]~ (xs—r)2g(xi) " (i) +mg>(x) ©
Por tanto,

gy _ (1) [yr(xk]]E ~(xp—1)9(x)g" (xr)—g(xp)g’ (xx)

g (er)Ple (a)P—(a—r)Pg(xi)g" (xi) +mg? (xp)

Bajo el limite, tenemos

lim B+l g'(r)
k—oo S_E mg(r)

Nuevamente, usando la férmula de Leibnitz para la
derivada m -ésima de f , tenemos que

fom(r) =mig(r); fo*9(r) = (m+ 1)m! g'(r).

Por lo tanto,

et g0 _ @)
2 m(m+1) ()

lim
k—co £ mg(r)

La expresion anterior implica que el orden de conver-
gencia del método modificado de Newton es a=2 con
constante asintotica

_ f(mi-lj(.,.]
A= m(m+1)f0 ()

Notas



Conclusiones

En este articulo se muestra que diversos métodos ite-
rativos importantes pueden ser desarrollados de una
manera comun utilizando la interpolacién polinomial.
De este modo el orden de convergencia y la constante
asintética de cada método iterativo pueden ser halla-
das utilizando este desarrollo general, en contraste
con los desarrollos comunes que pueden resultar mas
complicados @)

La interpolacién polinomial...
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